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1. Для яких натуральних k, якi не перевищують 2015, прямокутник k × 2016 мо-
жна розрiзати на прямокутники 1× 2015 i трьохклiтинковi «куточки» так, щоб були
наявними фiгурки обох видiв?

Вiдповiдь. Лише для k = 2015.
Розв’язання. Доведемо, що для k < 2015 потрiбне розрiзання неможливе. При-

пустимо, що можливе. Вважатимемо, що заданий прямокутник розташовано так,
що його довша сторона є горизонтальною. Очевидно, що кожний iз прямокутникiв
1× 2015 торкається однiєї iз коротких сторiн прямокутника k× 2016, а вiд другої сто-
рони вiддалений на одну клiтинку. Ця непокрита прямокутником клiтинка повинна
бути покрита куточком, оскiльки k < 2015. Назвемо прямокутник 1× 2015 чорним
(вiдповiдно бiлим), якщо ця остання непокрита прямокутником клiтинка рядочка, в
якому вiн розташований, покрита куточком так, що двi iншi клiтинки цього куточка
знаходяться вище (вiдповiдно, нижче) цього прямокутника.

Розглянемо «найнижчий» iз прямокутникiв 1 × 2015. Вiн повинен бути чорним,
оскiльки в iншому випадку нижче нього розташовується прямокутник 2016× k, кiль-
кiсть клiтинок якого дiлиться на 3 i який повинен бути повнiстю закладений трьохклi-
тинковими куточками та однiєю «домiношкою» iз двох клiтинок, що неможливо. З тiєї
ж причини «найвищий» iз прямокутникiв 1× 2015 повинен бути бiлим. Але тодi серед
прямокутникiв 1 × 2015 знайдуться чорний та бiлий (причому бiлий лежить вище
цього чорного), мiж якими немає iнших таких прямокутникiв. Внутрiшнiй мiж ними
прямокутник має розмiри l × 2016 (загальна кiлькiсть клiтин кратна 3). Вiн повинен
бути повнiстю закладений трьохклiтинковими куточками та двома «домiношками»,
що неможливо.

Доведемо, що для k = 2015 розрiзання можливе, навiвши приклад. Вiдрiжемо вiд
прямокутника 2015× 2016 прямокутник 2015× 6 i розрiжемо його на «куточки» (та
частина, що залишається розрiзається на прямокутники 1× 2015). Легко зрозумiти,
що для цього достатньо розрiзати його на прямокутники 2× 3, оскiльки вони розрiза-
ються на «куточки» в очевидний спосiб. Для цього вiдрiжемо прямокутник 2× 6 (який
розрiзається на потрiбнi прямокутники), а прямокутник, що залишився, має розмiри

2013× 6 i теж розрiзається на потрiбнi прямокутники, оскiльки 2013
...3, 6

...2.

2. Дано рiвностороннiй трикутник ABC . На продовженнi сторони AB за точку A
вибрано точку D, на продовженнi сторони BC за точку C точку E, на продовженнi
сторони AC за точку C точку F так, що C F = AD i AC + EF = DE. Знайти градусну
мiру кута BDE.

Вiдповiдь. 60◦.
Розв’язання. Добудуємо трикутник AC E до паралелограма AC EG. Оскiльки C F =

AD, C E = AG i ∠FC E = ∠DAG = 60◦, то трикутники DAG i FC E рiвнi. Тодi GD = EF . З
цього слiдує, що DE = AC + EF = GE+GD. Отже, точка G належить вiдрiзку DE, а тому
DE ‖ AC , звiдки ∠BDE = ∠BAC = 60◦.



3. Добре вiдомо, що 32 + 42 = 52. Менш вiдомо, що 102 + 112 + 122 = 132 + 142. А чи
для довiльного натурального k iснує 2k+ 1 послiдовних натуральних чисел таких, що
сума квадратiв перших k+ 1 iз них дорiвнює сумi квадратiв останнiх k?

Вiдповiдь. Так, для довiльного.
Розв’язання. Спробуємо для кожного k знайти такий набiр чисел. Позначимо сере-

днє iз них через a, тодi отримаємо, що це числа a− k, . . . , a+ k. За умовою

(a− k)2 + . . .+ (a− 1)2 + a2 = (a+ 1)2 + . . .+ (a+ k)2.

Розкриємо дужки та згрупуємо коефiцiєнти при рiвних степенях a:

(k+ 1)a2 − 2(k+ (k− 1) + . . .+ 2+ 1)a+ (k2 + (k− 1)2 + . . .+ 12) =

= ka2 + 2(k+ (k− 1) + . . .+ 2+ 1)a+ (k2 + (k− 1)2 + . . .+ 12).

Перенесемо всi доданки в лiву частину:

a2 − 4(k+ (k− 1) + . . .+ 2+ 1)a = 0.

З цього слiдує, що a = 0 або a = 4(k+ (k− 1) + . . .+ 2+ 1). Другу iз цих формул можна
спростити. Якщо знайти суму арифметичної прогресiї, то отримаємо a = 2k(k+1). При
a = 0 деякi iз чисел набору будуть вiд’ємними, а отже, не задовольняють умову задачi.
В другому випадку всi числа набору додатнi, оскiльки 2k(k + 1) > k. Таким чином,
побудовано набiр натуральних чисел, при якому виконується необхiдна рiвнiсть.

4. Про попарно рiзнi дiйснi числа x , y , z вiдомо, що

x +
1
y
= y +

1
z
= z +

1
x
= t.

Знайти усi можливi значення, яких може набувати t.
Вiдповiдь. 1 та −1.

Розв’язання. З умови задачi випливає, що

z =t −
1
x
=

t x − 1
x

,

y =t −
1
z
= t −

x
t x − 1

=
t2x − t − x

t x − 1
.

Тодi

x +
1
y
= x +

t x − 1
t2x − t − x

= t,

звiдки за допомогою рiвносильних перетворень приходимо до рiвностi

(t2 − 1)(x2 − t x + 1) = 0.

Таким чином, або t = 1, або t = −1, або x2− t x+1 = 0. Останнiй випадок неможливий,
оскiльки тодi x = y , що суперечить умовi задачi.

Залишається довести, що для t = 1 та t = −1 такi набори чисел iснують. Справдi,
якщо, наприклад, x = 2, y = −1, z = 1

2 , то t = 1. При x = 1, y = −1
2 , z = −2 одержуємо

t = −1.



5. В школi 30 гурткiв, в кожному з яких займається 40 дiтей. Для кожного i =
1,2, . . . , 30 позначимо через ni кiлькiсть дiтей, якi займаються рiвно в i гуртках. До-
ведiть, що цiй школi можна органiзувати 40 гурткiв з 30 дiтьми в кожному так, щоб
числа ni (1¶ i ¶ 30) для цих нових гурткiв залишилися б тими ж самими.

Розв’язання. Випишемо в рядок членiв першого гуртка, за ними другого, потiм
третього i т. д. При цьому, якщо дитина є учасником i k-го гуртка, i (k+1)-го гуртка, то
його в списку (k+ 1)-го гуртка запишемо пiд тим самим номером, що i в списку k-го
гуртка. Порiзавши отриманий довгий список на «шматочки» по 30 учнiв у кожному,
отримаємо 40 нових гурткiв, якi задовольняють умову задачi. Справдi, при цьому нiхто
не попаде в один гурток двiчi, оскiльки вiдстань мiж двома входженнями в довгий
список однiєї i тiєї ж дитини за побудовою не менша 40, а отже, i не менша 30. Крiм
цього, кiлькiсть дiтей, якi вiдвiдують рiвно i гурткiв, вочевидь, залишається тiєю ж.


