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1. Многочлени P(x) та Q(x) однакових степенiв з цiлими коефiцiєнтами називаю-
ться схожими, якщо вони отримуються один з одного перестановкою коефiцiєнтiв
(наприклад, схожими є многочлени 2x3+ x+7 та x3+2x2+7x). При якому найбiльшо-
му значеннi k для будь-яких схожих многочленiв P(x), Q(x) число P(2016)−Q(2016)
обов’язково дiлиться на k?

Вiдповiдь. 2015.
Розв’язання. Зазначимо, що у схожих многочленiв суми коефiцiєнтiв спiвпадають,

тобто P(1) =Q(1). Тодi 1 корiнь многочлена P(x)−Q(x), тобто P(x)−Q(x) = (x −
1) ·R(x), де R(x) також многочлен з цiлими коефiцiєнтами. Тодi P(2016)−Q(2016) =
2015 · R(2016). З iншого боку, поклавши P(x) = x + 2 та Q(x) = 2x + 1 бачимо, що
бiльшого k не iснує.

2. Знайти всi такi функцiї f : R→ R, для яких рiвнiсть f (x3 + y3) = x2 f (x) + y2 f (y)
виконується для всiх дiйсних x та y .

Вiдповiдь. f (x) = cx , c ∈ R.
Розв’язання. Покладемо y = 0 i отримаємо f
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. В силу довiльностi чисел x та y отримуємо
f (a+ b) = f (a) + f (b).

Подамо функцiю f (x) у виглядi f (x) = g(x)+ cx . Легко перевiрити, що якщо f (x)
розв’язок вихiдного рiвняння, то i функцiя g(x) є його розв’язком. Покладемо c = f (1),
тодi g(1) = 0. Крiм цього, g(0) = f (0) = 0. Отримуємо:
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З цього слiдує, що 3g
�

x2
�

= 2x g (x)− 2g (x). В останню рiвнiсть замiсть x пiдставимо
−x i дiстанемо, що

2x g (x)− 2g (x) = −2x g (−x)− 2g (−x) . (1)

Зазначимо, що пiдставивши y = −x в рiвнiсть g(x3 + y3) = x2g(x) + y2g(y) ми
прийдемо до того, що g (−x) = −g (x). Тодi рiвнiсть (1) набуде вигляду−2g(x) = 2g(x),
звiдки g(x)≡ 0.

Отже, f (x) = cx , c ∈ R. Безпосередньою перевiркою пересвiдчуємось, що функцiї
такого вигляду задовольняють умову.

3. Нехай t пряма, яка проходить через вершину A рiвностороннього трикутника
ABC , паралельно до сторони BC . На сторонi AC довiльно вiдмiтили точку D. Бiсектриса
кута ABD перетинає пряму t у точцi E. Доведiть, що BD = C D+ AE.

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 1).
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Рис. 1.

Вiдкладемо на продовженнi сторони AC , за точку C ,
вiдрiзок C E′ = AE. Оскiльки ∠BAE = 120◦ = ∠BC E′,
то Í BAE =Í BC E′ (за двома сторонами i кутом мiж
ними). З рiвностi цих трикутникiв випливає рiвнiсть
вiдповiдних кутiв: ∠ABE = ∠CBE′. Тодi

∠BE′D = ∠BE′C = ∠BEA= ∠CBE = ∠E′BD,

тобто ∠BE′D = ∠E′BD. А це означає, що трикутник
BDE′ рiвнобедрений. Таким чином,

BD = DE′ = DC + C E′ = DC + AE,

що i треба було довести.

4. Доведiть, що рiвняння x3− y2 = 2 000 000 має хоча
б два розв’язки в натуральних числах.

Розв’язання. Одним розв’язком рiвняння є пара чисел (300;5000): 3003 − 50002 =
2 · 106.

Iнший розв’язок заданого рiвняння шукатимемо у виглядi (300− t; 5000−λt):

(300− t)3 − (5000−λt)2 = 2 · 106.

Пiсля розкриття дужок отримаємо кубiчне рiвняння вiдносно t, причому t = 0
корiнь рiвняння, тобто рiвняння зводиться до квадратного. Пiдбираючи λ, спробуємо
перетворити в нуль коефiцiєнт при t, щоб рiвняння стало лiнiйним. Коефiцiєнт при t
дорiвнює 10000λ− 3 · 3002, звiдки знаходимо, що λ= 27. Отримуємо t = 900− 272 =
171, звiдки отримуємо другу пару коренiв: x = 129, y = 383.

5. Квадрат 8× 8 розбито на 64 одиничних квадратики, кожний iз яких повнiстю
пофарбовано в бiлий або чорний колiр, причому чорних одиничних квадратикiв парна
кiлькiсть. Дозволяється обрати довiльнi два одиничних квадратики «з’єднаних» ходом
шахового коня та перефарбувати їх: чорний (чорнi) в бiлий колiр, а бiлий (бiлi) у
чорний. Назвемо таку операцiю кроком. Для довiльного початкового розфарбування R
(яке мiстить парну кiлькiсть чорних одиничних квадратiв) означимо S(R) як найменшу
можливу кiлькiсть крокiв, необхiдну для перефарбування всiх одиничних квадратiв в
чорний колiр (тобто ми бажаємо отримати копiю вiдомої картини Малєвiча). Знайдiть
найбiльше можливе значення величини S(R). Вiдповiдь обґрунтуйте.

Розв’язання. Очевидно, що кожний крок збiльшує кiлькiсть чорних одиничних
квадратiв не бiльше нiж на 2. Якщо з самого початку всi клiтинки бiлi (тобто є 0 чорних
квадратiв, 0 парне число), то потрiбно не менше 64 : 2 = 32 крокiв, щоб вони всi
стали чорними. Тобто для початкового розфарбування «всi бiлi» S (R) ¾ 32, i тому
S =max S(R)¾ 32.

Доведемо, що для довiльного початкового розфарбування R, яке мiстить парну
кiлькiсть одиничних квадратiв, S (R) ¶ 32, тобто не бiльше нiж за 32 кроки, можна
отримати всi чорнi квадратики. Тодi S = max S(R) ¶ 32. Якщо спочатку всi квадра-
тики чорнi (64 парне число), то S(R) = 0 ¶ 32. Нехай початкове розфарбування
мiстить 2N бiлих одиничних квадратики, 1¶ N ¶ 32. Розглянемо замкнений маршрут



шахового коня, який проходить через всi 64 клiтинки (одиничних квадратики) по
одному разу (на мовi графiв: якщо вершини графа одиничнi квадратики, а ребра
з’єднують тi, i тiльки тi вершини, що «з’єднанi» ходом шахового коня, то ми розгля-
даємо гамiльтонiв цикл цього графа). Iснування такого маршруту є вiдомим фактом
(див., наприклад, малюнок). Введемо на маршрутi орiєнтацiю (виберемо довiльно
одну iз двох). Пронумеруємо спочатку бiлi клiтинки послiдовними номерами вiд 1 до
2N : одну iз них назвемо першою, а решту нумеруємо вздовж орiєнтованого маршруту
шахового коня. Бiлу клiтинку з номером j позначимо B j, 1 ¶ j ¶ 2N . Для зручностi
введемо B2N+1 = B1.

Рис. 2.

Позначимо через l j кiлькiсть крокiв коня
(вздовж орiєнтованого маршруту) iз клiтинки B j
в клiтинку B j+1. Як тiльки кiнь потрапляє в B j+1,
то далi не йде. Зазначимо, що якщо кiнь за n кро-
кiв може потрапити iз клiтинки X в клiтинку Y
(X 6= Y ), то використавши рiвно n крокiв, визна-
чених в умовi задачi, ми зможемо змiнити колiр
клiтинки X на «протилежний», колiр клiтинки Y
на «протилежний», а колiр решти клiтинок не змi-
ниться. Застосуємо це твердження до наших 2N
бiлих клiтинок. Клiтинки B1 та B2 можна зроби-
ти чорними, не змiнюючи колiр решти клiтинок
за l1 крокiв. Пiсля цього клiтинки B3 та B4 можна
зробити чорними за l3 крокiв, i так далi. В кiнцi
клiтинки B2N−1 та B2N можна зробити чорними,
не змiнюючи колiр решти клiтинок, за l2N−1 кро-
кiв. Отже, всi клiтинки можна зробити чорними
за l1 + l3 + . . .+ l2N−1 крокiв. Далi зауважимо, що
клiтинки B2 та B3 можна зробити чорними, не змiнюючи кольору решти клiтинок за l2
крокiв. Пiсля цього змiнюємо колiр клiтинок B4 та B5 за l4 крокiв i так далi. В кiнцi B2N
та B2N+1 можна зробити чорними за l2N крокiв. Отже, всi клiтинки можна зробити чор-
ними за l2+ l4+. . .+ l2N крокiв. Оскiльки (l1+ l3+. . .+ l2N−1)+(l2+ l4+. . .+ l2N ) = 64 (для
розглядуваного маршруту), то хоча б один iз двох доданкiв не перевищує 64 : 2 = 32, а
описаний вище спосiб перефарбування всiх одиничних квадратикiв в чорний колiр,
який вiдповiдає цьому доданку, складається не бiльше, нiж з 32 крокiв. Таким чином,
для довiльного початкового розфарбування R маємо, що S (R)¶ 32. Отже, ми довели,
що S (R)¶ 32 та S (R)¾ 32, тобто S =max S(R) = 32.


