Задачі для математичної олімпіади ФМГ №17

1. Про опуклий п,ятикутник ABCDEF відомо , що 
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ну рямих AD і BK  , a Q –точка перетину прямих AC і ЕК.  Доведіть , що BQ=PE.

      Розв,язання. Нехай М і N середини AD і АС відповідно , тоді NA=NB , 

MA=ME і AMKN-паралелограм. Далі, трикутники ANB і EMA - подібні 
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Оскільки , для будь-яких векторів u і v
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 випливає , що точки A , B , Q , P , E лежать на одному колі .

Оскільки 
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2. Нехай 
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Розв’язання. Нехай 
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3. На стороні 
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Розв’язання. Нехай 
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 ( це не складно довести ). З подібності трикутників 
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4. Про невід’ємні числа 
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Довести, що 
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Розв’язання. Скористаємось такою відомою нерівністю 


[image: image75.wmf]3

)

(

2

2

2

2

t

z

y

t

z

y

+

+

³

+

+

.

Одержуємо

 
[image: image76.wmf].

3

)

1

(

3

)

(

)

(

3

1

2

2

2

2

2

2

2

2

x

x

t

z

y

x

t

z

y

x

-

+

=

+

+

+

³

+

+

+

³


Звідси випливає, що 
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Знак рівності досягається при 
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5. Знайти всі многочлени 
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для всіх дійсних 
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Розв’язання. Нехай 
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для всіх дійсних чисел 
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Диференціюючи (*) по змінній 
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Поклавши в (**) 
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Якщо 
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6. Довести, що для будь-яких невід’ємних чисел 
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Розв’язання. Спочатку доведемо, що для будь-яких невід’ємних чисел 
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Дійсно, перемноживши такі відомі нерівності
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Звідси, після скорочення на 2 і добування кореня з обох частин, одержимо нерівність 
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Поклавши в цю нерівність 
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Отже, мають місце такі нерівності
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Звідки слідують такі нерівності:
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Додавши почленно ці нерівності, одержимо
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що і треба було довести.

7. Нехай  
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Розвязання.

      Оскільки    
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Додавши почленно нерівності    ( 1 ), ( 2 ), ( 3 ) та ( 4 ),

oдержимо :
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що і треба було довести .

8.Нехай S –множина всіх пар цілих невід’ємних чисел . Знайти 

всі функції 
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