
XXV вiдкрита Всеукраїнська комплексна олiмпiада з математики,
фiзики та iнформатики «Турнiр Чемпiонiв»

Математика. Розв’язання задач
Юнiорська лiга

1. Цiлi числа a, b, c та натуральне число n такi, що a+ b+ c = 1 та a2+ b2+ c2 = 2n+1.
Доведiть, що число a3 + b2 − a2 − b3 дiлиться на n.

Розв’язання. З умови слiдує, що a2 + b2 + (1 − a − b)2 = 2n + 1, що рiвносильно
рiвностi a2 + b2 + ab− (a+ b) = n. Тому

a3 + b2 − a2 − b3 = (a3 − b3)− (a2 − b2) = (a− b)(a2 + b2 + ab− (a+ b)) =
= (a− b) · n,

тобто a3 + b2 − a2 − b3 дiлиться на n, що i потрiбно довести.

2. Є десять осiб, серед яких 9 лицарiв та 1 брехун (лицарi завжди говорять правду,
брехуни завжди брешуть). Кожному iз них дали по однiй картцi з натуральним
числом вiд 1 до 10, причому всi числа на картках рiзнi. Будь-кому можна задати таке
запитання: «Чи правда, що на твоїй картцi написано число m?» (замiсть m називається
натуральне число вiд 1 до 10). Чи правда, що за 17 таких запитань гарантовано можна
знайти брехуна?

Вiдповiдь. Так, правда.
Розв’язання. Оберемо одну людину i почнемо задавати їй запитання послiдовно про

числа вiд 1 до 9. Не бiльше, нiж за три запитання ми можемо з’ясувати, чи вона є лица-
рем чи брехуном. Справдi, якщо ця людина є брехуном, то ми отримаємо принаймнi
двi стверднi вiдповiдi на першi три питання. В iншому випадку ця людина лицар.
Тодi загалом не бiльше, нiж за 9 запитань ми дiзнаємося, що написано на його картцi:
якщо число вiд 1 до 9, то ми отримуємо ствердну вiдповiдь на вiдповiдне запитання, а
якщо число 10 то вiдповiдi на всi 9 запитань будуть негативними. Взнавши, яке чи-
сло m написано на картцi у першої людини, задамо восьми людям iз решти запитання
про знайдене число m. Якщо хтось дасть ствердну вiдповiдь вiн i є брехуном, якщо
всi дадуть негативну вiдповiдь брехун той, кому ми не задавали запитань. Усього
було задано не бiльше 17 запитань.

3. В опуклому чотирикутнику ABC D кути A та C дорiвнюють по 100◦. На сторонах
AB та BC обрали точки X та Y вiдповiдно так, що AX = CY . Виявилося, що пряма Y D
паралельна до бiсектриси кута ABC . Знайдiть кут AX Y (в градусах).

Вiдповiдь. 80◦.
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Розв’язання. Проведемо через точку Y пряму, паралельну AB. Нехай вона перетне
AD в точцi K. Тодi ∠DY C = ∠DY K i ∠C = 100◦ = ∠BAD = ∠Y KD, тому трикутники
DY C i DY K рiвнi за стороною i двома прилеглими до неї кутами. Отже, Y K = Y C = AX
та AX Y K паралелограм. А тодi ∠AX Y = ∠AKY = 80◦.

4. Дано коло довжини 90. Чи можна позначити на ньому 10 точок так, щоб серед дуг
з кiнцями в цих точках знайшлись дуги зi всiма цiлочисельними довжинами вiд 1 до
89?

Вiдповiдь. Нi.
Розв’язання. Якщо на колi позначено 10 точок, то можна видiлити 90 дуг цього кола

з кiнцями у вказаних точках. Ми повиннi отримати 45 дуг рiзної непарної довжини.
Оскiльки парних дуг 44, то дуг непарної довжини не бiльше 90− 44= 46, при цьому
дуга довжини 45 не може бути єдиною, оскiльки вона є пiвколом. Це означає, що нам
потрiбно рiвно 46 дуг з непарною довжиною.

Вiзьмемо будь-яку iз 10 точок в якостi початку вiдлiку. Якщо дуга вiд неї до i-ої точки
непарна, то i-ту точку назвемо непарною, а в iншому випадку парною. Якщо всього
є k непарних точок i 10− k парних (включаючи початок вiдлiку), то непарнi довжини
дуг будуть виключно мiж непарними i парними точками, тому їхня кiлькiсть дорiвнює
2k(10− k). Але рiвняння 2k(10− k) = 46 не має цiлих коренiв, оскiльки 23 просте
число. Тому вибрати потрiбним чином 10 точок неможливо.

Зауваження. На колi з довжиною 91 поставити 10 точок, забезпечивши всi рiзнi дуги
вiд 1 до 90, можливо. Один iз варiантiв такий (перерахованi вiдстанi мiж сусiднiми
точками): 1, 5, 4, 13, 3, 8, 7, 12, 2, 36.

5. Впорядкована трiйка рiзних натуральних чисел (a, b, c) називається надихаючою,
якщо при дiленнi a на b отримується остача c. Чи iснує набiр натуральних чисел, в
якому надихаючих трiйок рiвно в 1000 разiв бiльше, нiж чисел в цьому наборi?

Вiдповiдь. Так, iснує.
Розв’язання. Ми побудуємо набiр iз 2003 чисел, в якому кiлькiсть надихаючих

трiйок становитиме 1000 · 2003.
Розглянемо послiдовнiсть чисел 1, 2, 3, 7, 43, . . . (кожне наступне число отримується

додаванням одиницi до добутку всiх попереднiх; всього 2002 числа). Для довiльних
чисел a > b > 1 iз цього ряду трiйка (a, b, 1) надихаюча, а решта трiйок не є
надихаючими. Всього таких трiйок 2001·2000

2 . Додамо до цього ряду 2003-є число виду
2x + 1, де x + 1 2002-е число (iншими словами, x добуток перших 2001 чисел
послiдовностi). Тодi всi старi надихаючi трiйки так i залишаються надихаючими, i
до них додаються надихаючi трiйки виду (2x + 1, b, 1), де 1 < b < x + 1 (оскiльки
число x дiлиться на число b, то остача вiд дiлення 2x + 1 на b дорiвнює 1). А трiйка
(2x + 1, x + 1, 1) та трiйки, у яких третє число вiдмiнне вiд 1, надихаючими не будуть
(адже остача при дiленнi 2x + 1 на x + 1 дорiвнює x). Отже, в новому ряду чисел
кiлькiсть надихаючих трiйок дорiвнює 2001·2000

2 + 2000 = 1000 · 2003. Таким чином,
побудований набiр чисел задовольняє умову задачi.


